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ELEMENTI BI CALCOLO GEOMETRI! 



Tetraedri. 



1. Essendo A, B, C, 1) dei punti, con ABCD inte 
il tetraedro avente per vertici quei quattro punti. 

2. La scrittura ABCD = Q significa che i quatt 
giacciono in uno stesso piano. Così AABC^=0. 

3. Un tetraedro ABCD, non nullo, dicesi desh 
una persona disposta lungo AB. col capo in A, e 
in B, e rivofta verso il segmento CD, ha alla sua si 
ed alla destra D. Si dirà sinistrorso nel caso contra 

A\\ ad esempio, se ABC hanno la posizi 

\ ^ qui è segnata,ll volume ABCD sarà e 
1^/ sinistrorso, secondochè D è avanti o i 
^ piano della figura. 

4. Per rapporto — di due tetraedri o e m, di e 

condo non nullo, s'intende il numero che misura il i 
dei due volumi, preso col segno -i-, se hanno lo stesi 
col segno — se hanno verso contrario. 

5. Due tetraedri a e h diconsi eguali, se hanno 
volume e lo stesso verso. Se ti è un tetraedro ne 
l'eguaglianza a ^b equivale all'eguaglianza fra i 
a b 
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6. Quindi, fissatp ad arbitrio il tetraedro », ci sarà la 
corrispondenza univoca fra i tetraedri a e i pmneri reali 

(positivi, nnlli o negativi) — Perciò i tetraedri si possono 

sommare e sottrarre, e moltiplicare per numeri (reali). 

Si ha: =-±";ese«ièun numero reale qualun- 

. , ma a 

que, SI ha — = m — 

7. Si ha : 

ABGD = — BAGB = — ACBD = — ABDC, 

onde, permutando in un tetraedro i vertici fra loro, il te- 
traedro non cambia in valore assoluto, ma cambia, o non 
cambia segqiv^condocliè il numero delle inversioni fatte 
èfpari o/uispa^ì^) 

Somme dì ponti. 

8. L'insieme di più punti A, B, C,. . . cui si immaginino 
affissi dei numeri m,n,p,... si indica con 

mA ■+■ nB -*- pC -i- . . . 

Questo insieme si dirà anche Somma di punti, o Forma 
geometrica (di prima specie), o, per brevità, F. 

9. Dicesi prodotto d'una forma geometrica 

S =^ mA ■+■ nB -*- pC -t- . .. 

per una terna di punti PQB, la somma dei tetraedri ; 

SPQB = (mA -i- nB -t- pC -t- . . .)PQR = mAPQB -*■ 
■+■ nBPQR -»- pGPQR + . . . 

10. Si dice che una forma geometrica -5' è nulla, e si 
scrive S=- 0, se, comunque si prendano i tre punti PQB, 
si ha SPQR ^ 0. Es. ^ — ^ ^ 0. ' ' 
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11. Due fo rmazion i geometriche 
(S^ S'), se, comunque si prendi 

Due F differenti. solo per l'ordii 
loro eguali. 

IS. Essendo ^ e £ dei punti, 
l'eqaazione mA ^= nS significa eh 
dono, e che i numeri m ed « son( 

Infatti, se il piano PQK passa ] 
onde dovrà essere SPQR =^ 0, e 
per A passa pure per B, quindi u 
dasi ora un piano PQP ,non p; 
APQR ^ BPQR; e dovendo essei 
sarà m^n. 

13. Sono naturali le convenzioni 

Quando in una forma geometrie 
Sciente s'intende che esso sia l'ui 
l'insieme dei punti ^ e 5 coi eoe 

Essendo S ^= mA ■+■ nB -i- . . . e 
due F, per loro somma intendere 
scrivendo 1 termini di S' dopo qu 

S-*- S" :=mA -t-nB -i- ... -t- 

Per prodotto di S ^^ mA ■*• nE 
si intende la F che si* ottiene m^ 
di S per fc: kS:= km A ■+■ ht 

■ Quando ci farà comodo', scriver* 



Bidiizione del 

14. Teorema. He A e B sono ( 
numeri tali che m -t- »J 0, allora 
può ridurre ad {m -h n)C, ove C 
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segmento AB in parti inversamente proporzionali ad m 
ed n, internamente se »* ed « hanno lo stesso segno, ester- 
namente se sogno contrario ; vale a dire tale che t^t, = ~~ 
* ■ GB m 

tenendo conto dei segni. 

Infatti, prendansi ad arbitrio i tre punti PQB. Se il 
piano PQR risulta parallelo ad AB, sarà 

APQR ^ BPQB ^ CPQB, 

percliè tetraedri aventi la stessa hase, e altezze egaali; 
onde sarà ntAPQB -*• tiBPQB ^ (m •*• n) CPQB. 

Se il piano PQB non è parallelo ad AB, sia X il loro 
punto d'incontro. Si ha dalla definizione di G, 

mAC-i-nBC=0, 
ossìa 

m(XC - XA) •*■ n(XC — XB) = 0, 

ancora 

mXA -K nXB = (m ■+■ n)XG. 

Ora i tetraedri APQB, BPQB, GPQB, aventi la stessa 
base PQB, sono proporzionali alle altezze, cioè alle per- 
pendicolari abbassate da A, B, G su PQB; queste altezze 
^ono proporzionali ai segmenti XA, XB, XG per una 
nota proposizione di,Geometria elementare; onde sarà 

mAPQB ■* wBPQR ^ (m -+- ») CPQB. 

Pertanto, comunque si prenda il triangolo PQB si ha 

[mA ■+■ nB) PQB ={m + n) GPQB, 
vàie a dire 

mA H- nB ^ (m -t- n)G. . 

16. Esercizii. a). A-*- B rappresenta il punto medio di A 
e B col coefficiente 2; onde il punto medio di AB sarà 
A-^-B 



espresso da - 



2 
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P). Posto (7 — 2^ — 5, sarà C un punto. L 
precedente si può pure scrivere 2J:=B-*- C, ou 
il punto medio fra B e, C. 

y). Preso un punto qualunque C della reti 
possono sempre determinare dae numeri m e n, noi 
nulli, tali che risulti {m -*- tì)C^mA -^nB. 

Basta prendere i numeri m ed n proporzionali a 
CB e AC, tenendo conto dei segni. 

16. Dicesi massa d'una forma S= mA -t- nB - 
la somma dei coefficienti m h- w -+• /) -*- . . . 

17. Teorema. Ogni F la cui massa n^n è nulli 
tibile ad un punto solo avente per coefficiente 
della F data. 

Infatti le somme dei coefRcienti non possono < 
a due nulle ; poiché se m, n, p non sono nulli 
essere ad un tempo m-h n ^0, m ■*• p ^0, n 
Suppongasi m-(-n<0; allora mA •*• nB è ridi 
(m ■+■ n)X, ove X è un punto determinato; e qi 

mA -h nB -h pC -*-.,. ^ (m -i- n)X -h pC -i 

così la forma data è ridotta ad un'altra con ur 
meno, e le masse delle due forme sono eguali. ( 
nuando si ha il teorema. 

18. Il punto G cui è ridnttibile mA -h nB -*• 
supposto »n- w -t-^j -+- ...?0, dicesi baricentro d 
dato. Esso è definito dalla eguaglianza : 

(wi -I- TU- ^ -+-...)(? = mA -h nB -h pC -i- 
ovvero 

^ mA ■+■ nB -t- pG •*-... 



19. Esercuii. a). Essendo A,'B, G i tre vert 
•B-hC); 
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passano le mediane del triangolo, cioè le rette \A, — ^ — ì 

ÌB, — 2 — j' {*^> — 2 — 1' ^ ^^ dividono nel rapporto 1:2. 

p). B •*• C — A rappresenta il punto d'incontro delle 

parallele condotte da 5 e da C ai lati opposti. 

,,, , . ^ ,,^. , A-*- B B-*-G C-i- A 
y). Il baricentro del triangolo — ^ — ' ~~o — ' — o — 

è ancora ^{A -*• B -*• C). 

S). Costrurre il, triangolo ABC, conoscendone il bari- 
centro G, il punto '^ff che divide il lato BC nel rapporto 
i : 2, e il punto K che divide esternamente il lato AC pure 
nel rapporto 1 :2. Si avranno le equazioni A-t- B •*• C^^ dtì, 
2B-t-C=SH, 2A — C=K, che risolte danno : 






e). Essendo A, B, C, D i vertici d'un tetraedro, il 
baricentro j {A -t- B -t- C -*- D) si trova sulle 4 rette che 

uniscono un vertice A col baricentro ^ {B -t- C ■*■ B) della 
faccia opposta, e le divide nel rapporto 3:1; esso sta pure 



2 ' 

t). Essendo ABC tre punti non collineari, e -D un 
punto del piano ABC, si possono determinare tre numeri 
m, n, p non- tutti nulli, tì^ che si abbia 

{m •*• n -*^ p) B = mA -h nB -h pC. 

DiqnzeciOyGoO'^lc 



- Il — 
1)). Essendo A, B, C, D quattro pnntì : 
ed E nn punto qualunque, si possono detei 
numeri m, n, p, q non tatti nulli, in modo ' 

{m -^ n •*• p •*• g) E=- mA •*■ nB + ^ 



20. Qui ci occuperemo delle F la cai ma 

Definizione. Dicesi vettore la differenza 
punti A e B. 

Il punto A dicesi origine, il punto B lem 

Per verso A\ B — A s'intende quello di 
figure si suol rappresentare un vettore medit 
di retta che ne unisce gli estremi, e una 
indica il verso. -, , 

Si ha B — A-^ A = B, ossia un vettoi 
sua origine dà il suo termine. 

31. Teorema. Affinchè due vettori B - 
siano eguali, è necessario e sufficiente die 
e A'B' siano paralleli, eguali in lunghezza 
stesso verso. 

Infatti, dire che B — A = B' ~ A' e 

B-*-A! B--*-A . ., , .. 
— ^ — = — rT — ' ossia il punto medio ( 

col punto medio di AB'; e questo equival 
geometriche precedenti. 

22. Problema. Costrurre la somma •*- 
punto e d'un vettore B — A. 

Si costruisca il punto X tale che X — 
a dire si porti da il segmento OX, egi 
nello stesso verso di AB ; sarà X=±0 •¥■ 

33. Problema. Costrurre la somma di più v 
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Si prenda nn punto arbitrario 0; si costruiscano i punti 
Xi Xs ... X„ in modo che sia 

Xi=0-*-l, X2=Xi + /b,... X.= X„., -t-7„. 

Sarà: 

X„-b=-7i + 7j-j-. .. + /„. 

II poligono i cui vertici sono 0, Xi, Xg,.,. X„ dicesi, in 
Meccanica, il poligono delle traslazioni. 
• 24. Teorema. Ogni F la cui massa è nulla, è riduttibile 
ad un vettore. 

Sia -S'una F di massa nulla ; preso ad arbitrio un punto P, 
la S-*- F ha per massa 1, onde è riduttibile fN. 17) ad un 
punto Q ^ S ■*■ P. T>'\ qui si ricava S = Q — P, ossia S 
è ridotta ad un vettore. Questo vettore può anche annullarsi. 

85. Il prodotto di un vettore 7 per un numero a; è uu 
vettore parallelo ad 7, rivolto nello stesso verso o verso 
opposto secondochè x è positivo o negativo, e la cui lun- 
ghezza sta a quella ^Ji 7 come x:l. 

Infatti, se 1= B — A. sarà xI=xB — xA una F di 
massa x — x = 0, onde è ridnttibile ad un vettore. Fatto 
C — A^^ x(B — A] , sarà C = xB -i- (1 — x}A ; onde 
AC _ 
AB-^- 

La costruzione grafica di xl è facile quando x è com- 
mensurabile,- può essere difficile od anche impossibile coi 
comuni strumenti per x incommensurabile. 

26. Essendo I é J due vettori paralleli, e il primo non 
nullo, si può determinare un numero x tale che J^^xl. 
Risulta dalla proposizione precedente. 

37. Tre vettori diconsi complanari, se sono paralleli ad 
uno stesso piano. Essendo x ^ y due numeri reali, i vettori 
I, J-, xl ■*■ ijj sono complanari. 

Teorema. Se I e J sono vettori non paralleli, ogni vet- 
tore U complanare coq essi si può decomporre nella somma 
di dae vettori, l'uno parallelo ad 7 e l'altro ad J. 
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Infatti, preso ad arbitrio il punto 0, si costr 
i punti A^O -h I, B^O -t- J,'Pì=0 -i- U. ] 
O, A, È, P giacciono in uno stesso piano. Da P si e 
la parallela a OB, che incontri OA nel punto M. Si 

U^P — = {M-0)-h(P — M), 

e così U è decomposto nella somma del vettore . 
parallelo ad 7 e del vettore P— M parallelo a J. 

28. Essendo 1 e J due vettori non paralleli, e 
vettore complanare con essi, si possono determin 
numeri a; e ?/ in modo che risulti 

U= xl ■+■ yj. 

Infatti, decomposto U in ^ue vettori, l'uno paralt 
e l'altro ad J, il primo si può eguagliare ad xl e 
condo ad yJ. 

29. Dati tre vettori /, J, K non complanari, oj 
tore U sì può decomporre jiella somma di tre vetto 
parallelo ad /, l'altro ad J e il terzo a K. 

Dimostrazione analoga a quella del N. 27. 
80. Dati tre vettori 1, J, K non complanari, o 
tore U si può ridurre alla forma 

U=xI + yJ-^2K, 

ove X, y, 2 sono tre numeri. 

Infatti, decomposto U nella somma di tre vettor 
tivamente paralleli ad Z, J, K, essi si possono eg 
ad xl,yJ,eK. 

31. Se 1, J, K sono vettori non complanari, e 
meri x, y, s, a/, */, / soddisfano alla relazione 

x2-i-yJ-hzK^xfI-^y'J-i-g'K, 

sarà X =: x', y ^^y', s ^ s'. 
Infatti, dalla relazione supposta si rjcava 

(;c _ x')l +{y-,J)J^{z-^)K=(\; 
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ora se nna delle differenze x — af, y — i/, z — /, per 
esempio l'ultima, non è nulla, dividendo per essa, ^i avrà 

3 — y Z — Z ' 

onde (27) K è complanare con / e J, contrariamente alla 
ipotesi fatta. 



Coordinate dì vettori e di pnntl. 

88. Siano un punto fisso, e I, J, K tre vettori non 
complanari. Allora (30 e 31) ogni vettore U si può tidnrre 
e in nn sol modo alla forma 

U = xl -i- yJ -h sK. 

I numeri x, y, z diconsi le coordinale dd vettor» TI ri- 
spetto ai vettori di riferimento I,, J, K. 

33. O^ni punto" P si può ridurre alla forma 

I numeri x, y, z, coordinate del vettore P — 0, diconsi 
anche le coordinate del punto P nel sistema (0, /, J, K). 

34. La condizione di paraUelismo dei due vettori 

U=xI-i-yJ-i-zK e IT — x' I -h i/J -t- z" K 

è che le coordinate corrispondenti dei due vettori siano 
proporzionali, ossia che siano nulli ì tre determinanti! della 
matrice : 

\^ i/ z'I 

Infatti, se U non è nullo, dire che V è parallelo ad U 
(25 e 26) equivale all'esistenza di un numero k tale che 
V =^ìiU, ossia tale. ohe 

di -*• y'J + e'K = kxl •*- hyj -h kzK, 

[J.qn.caiiyGoO'^lc 



o ancora (31) a;' =.hx, ì/ =^ liy, / = liz ; e 
alla proporzionalità fra le coordinate. 

Converremo poi che un vettore nullo s 
ogni direzione. Allora, se ?7 è imllo, è sodd 
lelismo, e i determinanti considerati sono p 

La condizione di parallelismo si scrive pi 

X y z' - 

convenendo che quando qualcuno dei denom 
questa scrittura equivalga a dire che si an; 
minanti considerati. 

S5. La condisìone di complanarità dei tre v( 
yJ-*-sK, V'=^x'l-hy'J-^s^K, U"=3f'I 



^' 



s" 



Infatti, se IT' e V" non sono paralleli, la i 
loro complanarità (N. 27 e 28) è che esìslai 
h' e fc" tali che U ■:= h' U' -*• V U", ossia ti 



= ìc^x- -t- i'V, 



= ¥y' ■+■ h'Y, 



e qu^to equivale alla condizione precedent 

Se poi U' e U" sono paralleli, è soddisfat 
di complanarità, e il determinante è pure i 

86. Esercisii. «). Date le coordinate di du 
trovare quelle del vettore P — P. 

SeP=0-i-xI~ì-yJ+sK,eP' = 0-i-a 
sarà: F — P = (x^ — x)I + (y' —y}J -t- (i 
p). Date le coordinate dì due vettori, 
della loro somma e differenza. 

Se U = xl -i- yJ -^r- zK, e F=a/J-t-'3 

v± u = (of ± T)i -I- <i/ ± ffìy 
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Y). Date le coordinate d'un vettore U, e un numero 
m, trovare quelle di «1^7. Sì ha; 

m{xl -^yj -*- zK) = mxl ■+■ myJ •*• mzK. 

S). Trovare le coordinate del baricentro di più ponti 
Al, As, . . . con dati coefficienti mi, me, . . ., ove si conoscano 
le coordinate dì questi punti. ^ 
Se Ar=0-hXrI-^!/rJ-*-^rK, dettQ G il baricentro, 

si ba G ^ ■- „ '" - 1 ove il S sta per indicare la somma 

dei termini che si ottengono dando ad r i valori 1, 2, ... 
Sostituendo agli Ar le loro espressioni, si ha : 

ZiHlr ^rtlr iiVlr 

e). Dire che il punto P ^^ -*- xl -*- yJ -^-zK sta sulla 
retta passante pel punto Po ^= -*- xal -^ yoJ -^ zo K e pa- 
rallela al vettore U ^= al -*- bJ -t- cK equivale a dire che 
P — Po è parallelo ad XJ, ossia (34): 

x — xg _ y — y o _ z — z» 
a b '^ e 

equazioni della retta pesante per Po e parnllda ad U. 

^). Dire che il pijnto P — O -h a:i -+■ . . . sta sulla retta 
passante pei -due punti Po = -i- a"o i ■+-.. . ePi = 0-^ 
xil-i- ... equivale a dire che P— Po 1| Pi-— Po, ossia 

X — 3:0 y — yo z — zq 

xi — xa~ yi—yo ~ Zi —zo 

equazioni della retta passante per due punti dati. 

T]). Dire che il punto P^O -*- xl -*- yj -h zK sta sul 
piano passante pel punto Po=0 -t- xol -f- yoJ -^ ZoK e pa- 
rallelo ai due vettori 

U = al -t- bJ -t- cK e V — aH-^b'J-^c'K, . 
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equivale a dire che i vettori P — Po, V. F sono compla- 
Dari, ossia che 

|:c — :ro y — yo z — z 
\ a h e 

io' y d . 

equasione del piano passante per un dato punto e parallelo 
a due dati vettori. 

6). Cambiamento di coordinale. Siano (0, I, J, K) e 
((7, T, J', JC) due sistemi di coordinate. 

Siano note le coordinate d'un punto P nel secondo si- 
stema : 

P=a-t-x'l'-ì-y'J'-t-js'K', 

e siano note le coordinate di (/, T, J', A" rispetto al primo 
sistema : 

(y = 0+al-^ bJ-\- cK, T = pl -hqj-h rK, 
J' ^ p'J -t- g'J ■+■ r'K, K' = p"l -*- g'V -i- r"K. 

Si vogliono calcolare le coordinate di P nel primo sistema. 

Sostituendo, nell'espressione data di P, a C, J', /', IC le 
loro espressioni, e ordinando, si ha: 

P= •+- (a -I- px' -h p'ìj -H p"z') 7 -+• (6 H- qx' -»- <^y' ■+■ 
^'z') J -^ [e -*- rx' -^ r'y' ■+■ r"^)K. 



Tettori in nn plano fl^o. Operazione i. 

S?. Qui ragioneremo su punti e vettori contenuti in un 
piano fisso. In questo piano fisseremo un verso positivo per 
le rotazioni (e sia p. e. l'opposto a quello in cui si muo- 
vono le lancette d'un orologio). 

Definizione. Essendo U un vettore, con i U intenderemo 
il vettore IT rotato d'un angolo retto positivo. 
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38. Facendo sopra iU di nuovo l'operazione i si avrà 
iiU = ~ TI, ossia i' ^ — 1. L'operazione i ha adunque la 
proprietà fondamentale dell'unità immaginaria. 

Essendo X un numero (reale) si ha \xU^=x\U; ossia 
moltiplicare un vettore V per un numero x, e poi farlo 
rotare d'un angolo retto, equivale a prima farlo rotare di 
nn angolo retto, e poi moltiplicarlo per x. 

Se // e F sono due vettori, si ha '\{U •*■ F) = i CT -t- i F. 

39. Colla parola numero intenderemo sempre numero 
reale. 

Definizione. Essendo U un vettore, x e y due numeri, 
porremo 

(x -^^ yì)U =^ xU -*- y'xU. 

L'operazione x-*-y\ dicesi un complesso. Quindi molti- 
plicando un vettore U per il complesso x-^y{ si ha un 
jiuovo vettore del piano ; esso è la somma dì a; Z7 parallelo 
ad U, e di ì/i [7 perpendicolare ad TJ. 

40. Essendo TI un vettore, con grP" indicheremo la 
sua lunghezza, cioè la distanza fra i suoi estremi. Si ha: 
gr(i(7) = gri7. 

Posto y = {x -^- 7jì)JI, ^s.ra, F l'ipotenusa d'un triangolo 
rettangolo di cateti xJJ & yiJJ; onde si avrà: 

grF=V^^^"7gri7, 
' fflB(f7.F)i= ^ . sen(f7,F) = 



V^'^ 



41. Ricordando le definizioni di modulo e di argomento di 
un complesso, queste formole dicono: 

Teorema. Moltiplicare un vettore U per un complesso 
m **• iy significa moltiplicarlo pel modulo e farlo rotare 
dell'argomento del complesso. 
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Quindi (co3 t -*■ isent}U= e'' U indica il vettore U ro- 
tato dell'angolo t. 

Essendo un punto fisso, -t- e" (P — O) rappresenta la 
posizione del punto P dopo aver rotato attorno ad del- 
l'angolo t. 

48. Se per vettori di riferimento in tin sistema di coor- 
dinate sì prendono un vettore 1 in grandezza eguale al- 
l'unità di misura, ed il vettore il, le coordinate diconsi 
cartesiane (ortogonali). Il vettore U di coordinate carte- 
siane X e y è dato da 

U^ (x -*- yi)I, 

e il punto P di coordinate cartesiane :r e ^ è dato da 

P~0-*- {x-fyì)I. 

48. Se il complesso x ■*■ yi si riduce a forma normale 
re", ogni vettore sì potrà ridurre alla forma 



ove r ne rappresenta la lunghezza, e ( l'angolo che esso fa 
con I. Ogni punto si può ridurre alla forma 

I numeri r e t chiamansi le coordinate polari del punto P. 

44. Eseremi, a). Se un vettore J si fa rotare prima d'un 
angolo « e poi d'un angolo p, esso avrà rotato dell'angolo 
« -t- p, onde 
(cos? -+- isenp) (cosa -i- isena) =:= cos(a h- p) -t- isen («+P). 

Eguagliando separatamente le parti reali e i coefficienti 
di i, sì dimostrano le formule trigonometriche per l'ad- 
dizione degli archi. 

P). Un punto P sì fa rotare d'un angolo t attorno ad 
an punto A, e poi dell'angolo — t attorno ad un punto B. 
Trovare la posizione finale di P. 
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Dopo la prima rotazione (N. 41) il punto si trova in 
P,=A-i-e"iP-A), 
dopo la seconda in 

Bostitaendo a Pi la saa espressione, e fatte le riduzioni: 

Pi = P-t-il — e-'')(B—A) 

ossia il punto P ha ricevuto ona traslazione rappresentata 
dal vettore (1 —e-") {B — A) = B -i- e--'(A~-B) —A; 
la sua origine si può prendere in A, e allora il suo termine 
è B -^ e-''{A — B), cioè il punto A rotato attorno a B 
dell'angolo — t. 

l). Il punto Pi = -t- e' (P— 0) è la posizione del 
punto P dopo aver rotato attorno ad dell'angolo 1 (N. 41), 
cioè dopo aver descritto un arco eguale al raggio. Esso si 
può facilmente costnirre per approssimazione. Invero si ha 

Pi=0 -«-(l-(-i + ||-t-^+...) (P— 0). Onde pongasi 
P' = P -t- ì(P — 0), cioè aggiungasi a Pil vettore P—0 
rotato d'un angolo retto; poi P" ^^ P' -»— ^(P' — P), ci»è 
aggiungasi a P" il vettore P — P rotato dell'angolo retto, 
e diviso per 2; poi P" = P' -»-^(P" — P), cioè si ag- 
giunga a P" il vettore P' — P rotato dell'angolo retto, e 
diviso per '3; poi P"^ P"' -+-j{P"' — P"), e così via. I 

punti 0, P, P, P", P", . . . sono i vertici d'una spezzata spi- 
raliforme, e si avvicinano rapidamente al punto cercato P,. 

S). Date le coordinate cartesiane d'un vettore, calco- 
larne la lunghezza. Si ha (N. 40), supposto grJ^l, 
gr (x ■*• ìtj)I= raod (x -t- i^) — y/x' -+- «/' 

Date le coordinate cartesiane di due punti 
P=0 -t-{x-h ì,v) J, P=0-*-{x' -i- ìy-)l, 
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calcolarne la distanza. Sarà 

gr {F - P) ^gr[(.c'-a:)+fy- //)iJ7 ^ 

s). Date le coordinate di un vettore U ^{x -*■ itf}J, 
calcolare quelle di iiJ. Si ha: 

iU = i - ij •^- xi)l 

^). Essendo Ve F due vettori, per w si può inten- 
dere quel complesso x -+• ii/, per cui moltiplicando U si 

V sr V V 

ha V. Si avrà mod j-^ = - — p, e l'argomento di y^. è l'an- 
golo U,V. 

ri). Date le coordinate cartesiane di due vettori 

U^ix-*- \y)I, r^ (3/ -t- \y')I, 
calcolare l'angolo a die essi fanno. Posto 



r 2= gr JJ= y/x' •*• y' e r' = gr V ^ Va;'* -+• y" , 
si avrà 

V r' 

TT = — (cos a -»- i sen a) 
U r 



* . ^ = — (cos a -I- 1 sen a); 

X -i- ly r 

riducendo a forma normale il primo membro, sì ricavano 
cosa e sena. 

6), Cambiamento di coordinate cartesiane. Siano (0,1) 
gli elementi di riferimento antichi, e {Cf,!') i nuovi. Sia 
0'=0-t-ia-h U)I, e 1' = e'"/. Allora se 



= a + (x'-t- w)r 
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ha per coordinate x' e t/' rispetto al nuovo sistema, sosti- 
taendo e sviluppando si ha: 

P ^ -f- [(o -4- ascosa — y'sena) -h 
(6 -«- a/sena -t- y'cosa)i]7. 

Le qaantità entro ( ) sono le coordinate di P jiell'antico 
sistema. 

[). Essendo A, B, C, A', B', C dei punti nel piano, la 
equazione 

C — A _ C — A' 
B-A~B' — A' 

dice che ì triangoli ABC e A'B'C sono simili e nello 
stesso verso. 

k). Dati i punti A, B, A', B', trovare C in modo che 
i triangoli CAB e GA'B' siano simili e nello stesso verso. 
Sì avrà l'equazione 

G-A _ C—A' 
B -A~ B'—A'' 

e sostituendo a G — A'=:(C — A) ■+■ (A — A'), si ha nna 
eqnazione di primo grado in G — A, che risolta ci dà il 
punto cercato C. 



Prodotto di due vettori. 

46. Def. Chiamasi prodotto {iatevno, o geometrico) di due 
vettori Uè V, e si indica con Z7x V, il prodotto delle loro 
grandezze pel coseno dell'angolo compreso: 

Ux F= gr r X gr Fx cos { U, F) 
Si ha: 
tt). n prodotto di due vettori paralleli e nello stesso 
verso vale il prodotto delle loro grandezze. 
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P). Il prodotto ■ Z7x TI, che indicheremo pure co 
vale (grZ7}'. 

y). Il prodotto di due vettori paralleli e di ver 
posto vale il prodotto delle loro grandezze preso col 
meno. 

S). n prodotto f/x V vale il prodotto di U per 1 
lezione ortogonale Ai V m. U. 

e). La condizione d'ortogonalità di due vettori i 
è p-xF^O. 

%). Si ha Ux F— V-X.U, ossia U prodotto geon 
di due vettori ha la proprietà commidativa. 

»)). Se m è un numero (reale), si ha 

{mU)\V=m{U'KV), 

ossia, se, nel prodotto di due vettori, si moltiplica t 
tore per un numero, il prodotto viene moltiplicato per ( 
numero. 

9). Emendo I7',F,Wdei vettori, si ha 

iU^V)y.W=Uy. W-*-Vy. W, 

il che esprime la proprietà associativa della moltiplic 
rispetto all'addizione. Infatti, questa proprietà è ev 
se i vettori sono fra loro paralleli. Nel caso generale, 
C' e T" le proiezioni di U %V m W; la proiezio 
r-t- Fsarà U-*- V; onde ( V-*- r)x W=U'y. W-*- V 
di qui, e dalla (5), sì ha la formula a dimostrarsi. 



Coordinate earteslane. 

46. Se i vettori di riferimento I,J,K prendonsi 
all'unità di misura, e a due a due ortogonali, il s 
di coordinate dicesi cartesiano (ortogonale). Si avrà i 

r = r = K'=h IxJ==lxK = JxK^O. 
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- si- 
ti). Date le coordinate di dae vettori, calcolare il loro 
prodotto geometrico. 

Se U ~ xI-^-yJ-^-zK, e V — 3fI-*-i/J-¥-^K, moltipli- 
caDdo, e tenendo conto delle regole C? ^i % e delle ipotesi 
precedenti, si ha: 

p). La condizione cC ortogonalità di due vettori C/" e V 
è ITx F= 0; ossia xo(f-^-y^-^ zz' = 0. 

Y). Baté le coordinate d'un vettore, calcolarne la gran- 
dezza. Se U=xl-hyJ-*-zK, si avrà 

If ^igrUy ^ x' -i- y* •+■ z* , 

onde grU^Xx* -t-y' •*- z' . 

5). Date le coordinate di dne vettori, calcolare il coseno 
del loro angolo. Dalla formola Z7xF^=grZ7xgrFxcos(f/',V) 
sostituendo a J7xF, grZ/e grF i loro valori dati da % 
e Y, si avrà: 

C08ÌU,r) = x3f-*-yt/-¥- zz' 

V^' -*- ^' -f- «' V^" "'" .y"* "^■^" 

47. Esercizii. a). Dire che il punto P=0-^-xI -*> yj -^ zK 
sta sul piano passante per Po ^ + aro / -♦- ^o ^ -t- «'o A" 
e normale al vettore V^al-*- bJ-*- cK, equivale a dire che 
P — Po è perpendicolare a U, ossia (46 P) 

(P— Po)x U^O, 
ovvero 

(ce — Xft) a •*■ {y — y<s) fc-+- (^ — Za) c^Q. 

Questa, sotto l'una o l'altra forma, è l'equazione del piano 
passante pel punto Po e normale al vettore V. 

P). Ogni equazione a3;-«-%-+-w-f-rf=0, supposto 
a' -H 6' -f- e' > 0, rappresenta un piano normale al vettore 
aI-*-bJ-h cK. Infatti essa si può identificare colta prece- 
dente. 
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y). La condizione di parallelismo del 

col vettore ¥=11 •*- mj ■+- ttK, è qaell 
rità del vettore U = al ■*- bj •*- cK e A 

al -*■ bm -t- cn = 0. 

Ija condizione di perpendicolarità del ] 
precedenti è quella di parallelismo fra i vt 

_/ m n^ 

a b e 

8). La condizione di perpendicolarità 
ax -t-hf -t- C2 •*■ d = e a'x -t-b'y 

è quella di perpendicolarità dei vettori ]< 
bJ •*• cK e a'I •*• b'J -+- dK, ossia 

aa' -f- bb' -(- ce' = 0. 
La condizione di parallelismo sarà ana 

_£ ^ c_ 

a' h' e' 
Il coseno dell' angolo formato dai due 
quello dell'angolo formato dai vettori lorc 
è dato dalla formula al N. 46, 8. 

e). Siano A, B, G dei punti. L'idenl 

B — A = (B-C) — iA- 
elevata a quadrato, dà 
(B - AY =^(B — C)*-t-{A— G)*—3{ì 

ossia in un triangolo qualunque il quadri 

la sómma dei quadrati degli altri dae lati i 

prodotto pel coseno dell'angolo compreso 

i;). Essendoci, B, C, D quattro punti 

U — B) x(C-I>).+ (S — C) X 
+ {C — A)y.{B-D) = 
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■ti). Siano A, B, C i vertici d'un triangolo, e sia D il 
ponto d'incontro delle altezze abbassate da C sa AB, e da ^ 
sa BC; sarà {A~B)xiC-D)=0, e iB~C)-x{A—D)=0; 
qnindi, per la C, sarà pure {C— A)x(B — D) = 0, ossia il 
punto J) sta pure sulla terza altezza. Quindi : 
In an triangolo le tre altezze passano per uno stesso punto. 

6). Se in un tetraedro ABCD, gli spigoli opposti AB e 
CD sono perpendicolari, come pure BC e AB, lo saranno 
'pnre gli spigoli AC e BB. Conseguenza della 0- 

t). L'equazione della sfera di centro C e di raggio r si 
può scrivere {P—Cy^=r. 



Linee. 

- 48. Se un punto P è espresso in funzione d'una variabile 
numerica t , variando questa , il pnnto descrive un luogo 
(linea). 

«). Essendo A un punto ed / un vettore dati, il pnnto 
P = ^ -H /i descrive la retta passante per A e parallela ad I. 
P). Il punto P= -t- rè'I, ove è un punto fisso, / 
un vettore eguale in grandezza all'unità, r nna costante po- 
sitiva, col variare di t descrive la circonferenza di centra 

e di raggio r. 

y). Il punto P=0-*- It-1- Jt' ove O è un punto dato 

1 e J due vettori qualunque , descrive nna parabola pas- 
sante per 0, tangente ad 01, e coi diametri paralleli ad /. 

S). Il punto P=0 •*■ (acost •*■ ìbsent)!, ove è un 
punto fisso, / un vettore in grandezza eguale ad 1, e a e 6 
due costanti positive, vale a dire il punto di coordinate car- 
tesiane acos( e 6sen(, col variare di t descrive Vellisse di 
centro e di semiassi a e b rivolti secondo 7 ed i/. 

AJf ^ ^il gFI A-i' 

E poiché cosf=: — = — , sen(= — s-= — , sostituendo sì 
ha pure: P= + (!i^ e" + 2=^ e-") I. 
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e). Il punto P— •*- ^e'' -*■ -Be'', ( 
fisso, e j4 e £ sono due vettori qualunqu 
un' ellisse. Infatti sia / uo vettore in gri 
. l'unità di misura e diretto secondo la bis 
•{A, B). Posto gr^ — a, grB = h, e 2x 
a&rS^ A = ae'* I, B=^be-'''I; sostituendo 

P:=0-H(aeH'+») + Je-i"- 

che si può identificare colla precedente p 

1 j. j-o + io — b , 
al posto di — s — , — ft— , t. 



t 

e / sono due vettori , descrive un' iperhoi 
di assintoti 01 ed OJ. 

11). I punti -t- e e * '"7, O-t- té'I, C 

vono le spirali logaritmica. d'Archimede, 
6) Cidoide è la curva descritta da u 
d'un cerchio mòbile, il quale si sviluppa si 
Siano P il punto che descrive la cicloi 
cerchio, h la distanza di P da C, r il n 
M il punto di contatto del cerchio colla i 
parallelo alla retta ed eguale in lunghez; 
O la posizione del punto M quando P— 
e verso dì — il. Supponiamo la rotazione 
negativo (nel verso delle lancette dell'or 
l'angolo di rotazione. Si avrà -M — = y 
P— G'= — fte'i'i/, onde 

P=0-*-HI-*-rit — he-» 

Dette a; e ^ le coordinate di P, cioè ì 
il si avrà 

x = rt — Asenf, y^r — fti 
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La cicloide dicesi alluDgata, o propria, o accorciata se- 
condochè A = r. Nel caso della cicloide propria sarà 

P=0-*'r[l-*-i{\— %'•')]!. 

[). Efiicidoide (propria) è la curva descritta da un* 
punto della circonferenza d'un centro mobile, il quale si svi- 
luppa SD d'un cerchio fisso. 

Sia P il punto che descrive la curva; siano O e C i centri 
del cerchio fisso e mobile, R e r i loro rispetti vi -raggi, M 
il loro punto di contatto. Il punto P movendosi verrà a tro- 
varsi sulla circonferenza (0. Ji); sia 0-*-RI questa posi- 
zione speciale di P. Dicasi t l'angolo di ilf— con 7. Al- 
lora si avrà M= -*■ Re''I; C= M-*- re''I. Gli archi di 
circonferenza venuti a contatto hanno per lunghezza Rt , 

onde l'angolo Ai P— C con M~ C vale — t ; quindi 
P—C=e''' (M—C), e sostituendo: 

P=0-i-(R-*-r) e'*/ - re^ '"' 7. 

x). Elica. Siano 0, I, J, 7f gli elementi di riferimento 
in coordinate cartesiane. Chiamisi i l'operazione (N. 37) che 
eseguita sui vettori del piano OLI li fa rotare d'un angolo 
retto positivo cioè da 7 ad J; onde sarà /=Ì7. 11 punto 

P=0-*-re''I-*-htK 

variando ( descrive l'elica di raggio r e di passo ridotto h. 



Derivate. 

49. Noi considereremo degli enti variabili, d'una categoria 
qualunque, funzioni di enti di altre categorie. 

Così* una forma -S* è funzione d'una variabile numerica t, 
se, dato f, risulta determinato S. 
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Essendo *? ed So due F, la prima variabi 
fissa, diremo che lira /?= S», se, comunque si 
punti PQR,si halimSPQR^SoPQR. Qu 
è analoga a quelle date ai N. 10 e 11. Risu 
un punto vwiabile ha per limite un punto 1 
distanza tende a zero; e che un vettore ha 
quando tende a zero la sua grandezza. 

50. Se f{t) rappresenta un ente d'una categf 
funzione della variabile t, estenderemo la com 
di derivata scrivendo 



dt 



= f{t)= lim 



Affinchè questa definizione sia applicabile 
che sugli enti considerati siano definite le o; 
cate, cioè la differenza fit •*■%)— f{t), il qu02 
differenza pel numero k, ed il passaggio al 
condizioni sono verificate per le F; sicché pei 
la derivata. La derivata d'un vettore è puri 
la derivata d'un punto è un vettore. Definii 
prima, si estenderanno le comuni definizioni 
successive e degli integrali indefiniti e defini 

61( Sussistono le comuni regole di derivazi 
sendo S, -5" delle formazioni variabili, ed x 
riabile, si ha: 

Se gli elementi di riferimento (0, I, J, h 
se U=^xl -h 1/J-h sK, ove le coordinate so 
avrà derivando : 



iU 
"dì 


-È'-P- 


d«„ 
d(-^ 


i'U 
di" 


t^- 


S- 


dl=^ 
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! P= ■*• sci -^ yJ •*■ sK, deriTando si ha : 



AP 
Se la variabile t si chiama tempo, -jr chiamasi velocità e 

-TTr accelerazione. 

Essendo flt) ana F avente derivata prima f{t) continua, 
si ha f'(t) = lim '■ J, __./ , cioè la derivata è il li- 
mite del rapporto fra l'incremento della funzione e quelle 
della variabile, ove si facciano variare ttUli e due i valori dati 
alla variabile. Infatti basta moltiplicare per un triangolo 
arbitrario PQR onde ricadere in una nota proposizione di 
Analisi. 



Tangente ad una carva; differenziale dell'&rco. 



àP 
&2. Teorema. Se il punto mobile P ha derivata -rr non 

nulla, la tangente alla linea descritta da P ha la direzione 
,. dP 

Infatti, dato a t un incremento k, e detta Pi la nuova po- 
sizione del punto, sarà: tangente in P=hm retta PPi = 

= lim retta {P,P^ — P) = lim retta (p, ^'T"^ = retta 



i-'^- 



àP 
Se ^ è continua, e non nulla, ta tangente in P è anche 

il limite della congiungente due punti della curva P, e P, 
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Y). Se il punto P si muove in un piano fisso, il vet- 
.iP , 
'di' 



tore i T-r ha la direzione della normale alla linea descritta 



da P. 

5). Iq coordinate cartesiane si ha 

ds = gr dP = yjdiX* •+■ dy' -I- d^'. 

e). Siano r e He coordinate polari d'un punto nel piano 

P-O-f-j-e"/, 

e suppongasi r funzione di /; il punto P descrive una curva. 
Posto r = -i-T, sarà: 



-~ = (r -4- n)e"/. 



dP 
Onde l'angolo che -tt fa col raggio' vettore e"/ ha per 



: per tangente -p- 



„. , . ds dP , , , ., Al—, 

Si ha poi -T-, = gr-TT = mod {r ■*■ n) = \r 



àt-^' dC 
1^). Cicloide. Conservando le notazioni di N. 48, 9, si avrà: 



dP r 

d( 



dP 

onde i jt =n/— fee-''i/=P— j1/. 

dP 
Si conchiude che la normale i -jj alla cicloide va a pas- 
sare pel punto M di contatto del cerchio colla retta fissa. 



oyGoO'^lc 



Si ha -jl = gr -TT = mod (r — Ae") — y^-'^A'— 2rAcosf, 

e il calcolo di s conduce ad iategrali ellittici, salvochè sia 
r =h (cicloide propria). 



Formala di Taylor. 

55. Teorema. ~ Se f{t) è una F funzione della variabile 
numerica (, avente le successive derivate fino airn"' pel 
valore considerato dì t, si ha 

f{t + h) =m H- hm -*- |r(o + - * ^.mt)-*-n 

ove k 'è una F infinitesima con h. 

Infatti, si moltiplichino i due membri per un triangolo 
arbitrario PQiì; posto =p(0 =f{t)PQR, o meglio, chiamando 
(p(0 il numero che misura questo volume, si avrà: 

^«{t)=Ht)PQR, onde; 
9(i + A)==p(0+ftT'(0+ ^~W'''{t)+-kPQB\ 



Noi assumiamo dimostrata la formala di Taylor per le 

funzioni numeriche; quindi, essendo tf)(j) una funzione nu- 

. merica di t, si avrà, lim hPQR = 0. Adunque, comunque 

si prenda il triangolo PQR, il volume kPQR ha per li- 
mite zero; quindi (N. 49) lim fc = 0. 

Piano osculatore; enrvatura. 

56, Teorema. — Se il punto P, funzione di t, ha le deri- 
vate P % P' non parallele, il piano osculatore alla curva 
descritta da P contiene le direzioni di queste due derivate. 

Peano. — Elimenii di caio/la gtom. — 3 
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Infatti , dato a / od incremento h, e detta Pi 
posizione del ponto P, si ha 



Pi = P-*-hP'-t-~[P"-t-kl 



ove fc è un vettore infinitesimo con h. Quindi il i 
sante per P, per la tangente in questo punto e pei 
tiene P, P" e il vettore P" ■+■ k. Passando al limiti 
osculatore è il piano PFP'. 

Se P=0'^xl -^-yj-k sK, il piano osculatori 
piano contenente P e i due vettori dP e d'P, avrà 
zione (N. 36). 



iìx di) dz 
d*x d'y d*z 



67. Essendo P nn punto mobile col variare di t 
v=-T-.~st -T-r. Il numero v, quando ( si chiam: 

il valore assolato della velocità. 

Sia T un vettore eguale in grandezza all'unità 
e diretto secondo F, cioè seconda la tangente. S 
7" =: 1, e P = vT, onde derivando. J' x 7" = 
= v'T-*- vT'. La prima dice che 7" è perpendici 
cioè alla tangente. La seconda dice che T è coni 
piano P'T", cioè nel piano osculatore. 

Quindi T è un vettore che ha la direzione dell 
principale. 

68. Per vedere meglio la legge di variazione di 
ad arbitrio il punto 0, si consideri il punto n: 
Esso descrive una curva sulla sfera di centro O e 
1, che chiamasi Yindicalnce sferica della curva d 
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àji — ÌT, onde la tangente all'indicatrice è parallel 
normale principale. : 

Dicesi curvatura della cufvà descritta da P il ra 
dell'arco infinitesimo da dtìndicatrice sferica all'arco è 

rispondente nella curva data. Detta - la curvatura, ! 



do crdn 1 ™ , „„ 
= -j- = ~— ='gr T, onde gr T = 

ds ds v^ ' ^ 



Sia JV nn vettore diretto secondo 7" cioè secondo ] 
male principale, e in grandezza eguale all'unità dì i 

Si avrà 2" = (gr 7")A = - N. Sostituendo nella ft 

P" = v'T'^vT' si ha: 



P 



Essa dice che la derivata seconda di P (l'acceler 
di P) è la somma di due vettori; il primo v' adirei 
condo la tangente, e misurato daw'; l'altro diretto Sf 

la normale principale, e misurato da — ■ 

59. Per le curve piane si ha N =■ ±ÌT, onde 



P" = ~(ì/±—i)P'. 
v^ P 



Se iier variabile indipendente si prende l'arco s, f 
w = 1, i/ = 0, onde 



dVP_^ l.dP 
ds" p ds " 
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Piano tangente ad ;nna superficie. 

60. Se la posizioae del ponto ^dipende da due variabili 
numeriche, variando queste, il punto descrive una superficie. 
Cosi P — -*■ Ix -*- yj, ove^ è un punto e l e J sono due 
vettori non paralleli, variando x e y descrive il piano OIJ. 

Dicesi piano tangente ad uria superficie in un punto P il 
piano it passante per P, e tale che, preso sulla superficie un 
altro punto P^, l'angolo che la retta PP^ fa con % tenda 
verso zero quando P^ tende a P. 

61. Teorema. — Se il punto P, funzione delle due varia- 

dP àP 
bili numeriche « e v, ha le derivate parziali j— e -j- con- 

■ tinoe e non parallele, il piano tangente è il piano 

pàPàP_ 
àu iv 

Infatti, dati alle variabili gli incrementi 8m e Su, e detta 
P-*-5P la. nuova posizione del punto, si ha 



-=ra?*'h-(^-0-' 



ove a e p sono vettori infinitesinii con 5w e 5t'. 

Questa formula è dimostrata in Analisi per le funzioni 
numeriche, e si estende facilmente alle F. Ne risulta che il 
vettore 5P che congiunge il punto P con un altro punto 

iP AP 

della superficie è complanare con t — k a e ^ -•- p. Fa- 
cendo tendere Sm e Si; a zero, l'angolo del piano 

P] col piano P-^ -^ . 

i:.r:,-P-dvG00'^lc 
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tende a zero; e a forflori tende a zero l'a 
P(P-t- hp), che è contenuta nel primo pi 
Onde questo è il piano cercato. * 



Parametro differenziale. 

62. Sia P an punto di coordinate cartes 
X, y, z; e sia u un numero funzione di x, 
derivate parziali di primo ordine contìnue 
mero funzione della posizione di P. 

Chiameremo parametro differenziale (di 
u, e Io indicheremo con Vm il vettore 



„ iu j Ali j àu ,, 
vtt = 3-y-j--— j •*- -7- K 
Ax ay ds 



63. Le pili importanti regole por trovare 

ferenziale d'una funzione geometrica sono: 

a). Se r è la distanza del punto variabil 

• P — A 
A, supposto »'>0, si ha Vr = — ■_ — , ossia 

diretto da J. a P, ed eguale in grandezza al 
Infatti, posto P=0-t-xI-t-ìjJ-i-3K, e A= 
sarà 



Vr 


= X7V 


(r- 


-")■+(.'/- 


-*)■ 


+ (, 


X- 


1^/ + 


t 


^/*^ 


(? 


-K = 



Se r = 0, non esiste il parametro diifer 

P). Se r è la distanza del punto vari 

retta fissa o ad un piano fisso , Vr è un 

alla retta o al piano, diretto verso il putì 

in grandezza all'unità di misura. 
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* Infatti, sìa A il piede della perpendicolare abbassata da 
P sulla retta o sol piano. A sarà in questo caso variabile 
con P, e ai avrà: 

dr X — a r, ,da , ,,dfc , .dei 



ma 11 settore -3— =3-/-+-3-'^-^j- i*^ ^ contenuto nella 
da; ax ax ax 

retta piano dato, e quindi è normale & P—A; pertanto 

àA 
la quantità entro [], che vale -r— X (P — A), è nulla, e 

-j- = , come se A fosse fisso. Analogamente per 3-65— 

Y). Se « = flui, Ut,.- «n), ove Mi , tts,... m sono numeri 
funzioni della posizione di P, si ha 

" Vm — --i- VMi -+- -r^ Viti ■*■ ... -»- j-^ VMn. 

aui aus dwn 



T f **■ ■ jl da df dw, ■ d/^ d«n , 

Infatti SI avrà -t-= ^ _ -i.^.,..^. —l q analoga- 

Qx d«i ax QM„ da: ' ^ 

mente per jn: e j-- Sostituendo nella definizione di Vm, si 

ha la formula a dimostrarsi. 

Cosi si è in caso di trovare il parametro differenziale di 
una funzione analitica qualunque delle distanze del punto 
P da punti, rette e piani fissi. 

64. L'introduzione del parametro differenziale permette di 
enunciare sotto forma semplice le proposizioni di Analisi in 
cui- compaiono le derivate di u. 

a). Se tt è costante, si ha Vm = 0, e viceversa. 

Infatti essa equivale " se m è costante sarà t-= 3— = 
^ ax ày 

du 



oyGoot^le 



'^^^S?W 



P). Se M, per una posizione di P, è massima o minima, 
sarà VM=:0. 
Infatti dall'ipotesi sì deduce — = ^ = ^ = , onde 

Vm = 0. 

Y). -Dando a P uno spostamento 5P, si ha 8m = (vu -*■ 
-I- 6) X 8P, ove 6 è un vettore infinitesimo con 5P. 
Infatti si ha 

ove a, p, Y sono rnmeri infinitesimi con SP; e fatto 6 = a/-*- 
■4- p/ + yK si ha la formula a dimostrarsi. 

Questa proprietà caratteristica di V-P potrebbe anche ser- 
vire per definizione. 

S), La normale al luogo dei punti per cui u è costante, 
ha la direzione di vu, supposto questo vettore non nullo. 

Infatti siano P e P + SP due punti del luogo ; sarà tu = 0, 
onde, per la y, sarà (Vu -1-6) x SP = 0, ossia 5P è normale 
a vm -I- e. Facendo tendere 5P a 0, sarà lim 6 = 0, onde l'an- 
golo che SP fa con Vm per limite l'angolo retto, ossia Vm ha 
la direzione della normale. 

66. JEsermii. a). Siano r, r, ...rn le distanze del punto P 
da più punti fissi. Si avrà V {r^-t- r^ ■*-... -^-rn) — Vr^ ■*• 
V*", -•-...■•- Vrn. Onde: 

La normale al luogo dei punti per cui è costante la somma 
delle distanze da più punti fissi ha la direzione della risaltante 
di altrettanti vettori diretti da P ai punti fissi , ed eguali 
fra loro. 

Affinchè, corrispondentemente ad una posizione di P, la 
somma di quelle distanze sia minima è necessario che la 
somma di quei vettori sia nulla, ossia che il punto sia in 
equilibrio sotto l'azione di n forze eguali dirette ai punti dati. 

Si possono attribuire nella somma ì\ -t-r^-t-... dei coeffi- 
cienti numerici alle distanze; invece dei punti fissi si possono 
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considerare delle rette fisse o piani fissi, e si hanno propo- 
sizioni analoghe. 

p). Si ha V{r,r^) =r^Vr^-\-r^Vr^. Onde, se P è un 
punto della curva per cui r^r^= costante (lemniscata), si 
porti da P nella direzione di r, un vettore di lunghezza r,, 
e nella direzione di r, un vettore di lunghezza r,; la somma 
dei due vettori è normale alla curva considerata. 

y). Supponiamo che ad ogni punto P dello spazio corri- 
sponda un vettore F; si cerca un numero w funzione di P 
tale che sia Vu= V. Questo problema che è l'inverso di 
quelli del N. 63, non è sempre possibile , quando è possibile 
la funzione u è determinata a meno di una costante (N. 64 ai). 
Se il vettore V" rappresenta una forza agente sa P, la funzione 
« chiamasi potenziale. 

P— A 
Un caso importante è quello in cui V = S,/Ì(r,) -', 

p j^ 

cioè è la somma di tanti termini della forma f{r) — : — , 

ove gli A sono dei punti fissi, r è la distanza di Pda A, e 
f(r) è una funzione numerica. Posto F,{r,) =ff,{r,)Ar, 
basta fare Z7=SP, (r,). 
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N. 45. Se il vettore 17 rappresenta lo spostamento d'un, punto mate- 
riale, e F" una -forza applicala a quel punto, il prodotto 17 x F misura 
i) lavoro dovuto alla forza e allo spostamento. 

L'espressione Ux V fu chiamata da Grassmann (Prefazione all'Aus- 
dehnungslehre) prodotto interno (inneres Frodvkt). Esso fu più tardi in- 
trodotto da Resal (Traile de Cmématiqm pure, 1862, pag. 64), sotto- 
il nome di prodotto geometrico. 

Vedasi pure Sohoff , Theoretiscke Mechanik , trad. da Ziwet. Nei 
quaternióni di Hamilton ti prodotto dei due vettori « e P risulta, in virtù 
dì altre convenzioni, indicato con — S. ap. Anche secondo Grassmann 
il prodotto interno non è introdotto direttamente. 

N. 55. La formula di Taylor per le funzioni numeriche, sotto la forma 
che qui si assume, fu da me dimostrata in una nota pubblicata nel gior- 
nale Mathesis. IX, p. 182. 

N. 62. Il parametro differenziale, considerato in sola grandezza, fu in- 
trodotto da LahC Hamilton lo considerò come un vettore, e lo indicò 
colla caratteristica V, con cui ora è comunemente indicalo. 
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